UNIVERSITE SULTAN MOULAY SLIMANE FILIERE SMIA - S2
FACULTE POLYDISCIPLINAIRE DE KHOURIBGA A.U.2020-2021

Série d’exercices n° 1

1 Formules de Taylor

Exercice 1

1. Soit @ > 0. Montrer que
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2. En déduire que

337 1 1) 337
331 3810 =\ 2) < 331 T 3300

Exercice 2

1
1. Ecrire la formule de Taylor-Lagrange a 1’ordre 2 pour la fonction f : x — —= entre a = 16 et

NG
b=17.

31 1
2. Montrer que 128 est une valeur approchée de —— a5 x 1074 pres.

V1T
Exercice 3
Soit f une fonction de classe C® sur un intervalle I. Soit z € int(I).

En utilisant la formule de Taylor-Young, calculer

lim %[f(a:JrSh) —3f (x4 2h) + 3f(z + ) — f(2)

Exercice 4
1. Montrer que, pour tousn € Netx € R, ona

e’ _Zk|

|x’n+16\x|

(n+1)!

no .k

L. . xr
2. En déduire nll)rfoo z_;) R

Exercice 5
Soit x € R. Montrer que
n
(—=1)* 241 _
1. nBTOQ kz mf = Sln(x)

n ka
2. nll)rfooz k) = ch(x)
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2 Fonctions convexes

Exercice 6

Montrer que, pour tous réels strictement positifs (x;)1<i<p, on a

=1

T T Ty— T 1 1 +xo+ -+
3. A2yl sy 4. (z129...29)0 < 72 n
xT9 I3 In T n
Exercice 7

1 1
Soient p, g € R tels que — + — = 1.
p q

alP bl
1. En utilisant la concavité de la fonction In, montrer que ab < — + — Va,b € ]Ri.
p q

2. En déduire I'inégalité de Holder, donnée par

> agdy < (Zﬂ) (Zbi) Yai,...,an,b1,... b, € RY
k=1 k=1 k=1

Exercice 8
Soient I un intervalle ouvert et f : I — R une fonction convexe. Soit a € I. On suppose que f est

dérivable en a. Montrer que si f/(a) = 0 alors f admet un minimum global en a.

Exercice 9
Soient [ un intervalle ouvert et f : I — R une fonction convexe. Soit ¢ € I. Montrer que si f admet un

maximum global en a, alors f est constante sur /.

Exercice 10

Soit f : I — .J une fonction continue bijective. On suppose que f est convexe, que peut-on dire de f~1 ?

Exercice 11
Soit f : [0, +00[— [0, +oo] une fonction concave.

f(x)

1. Montrer que la fonction x — “——= est décroissante sur |0, +oo].

T
2. Montrer que f(z +vy) < f(z) + f(y), Vz,yeRT.

Exercice 12
Soit f : [0, +o0o[— R une fonction concave, dérivable et croissante sur [0, +o0[.
1. Montrer que Vo > 1, f(z+1) — f(z) < f'(z) < f(z) — f(x — 1)
n n
2. On pose u, = Zf’(k:) — f(n) etv, = Zf’(k) — f(n + 1). Montrer que (u,) et (v,) sont
k=1 k=1

convergentes.

3. Onprend f(z) = In(x). Soit ¥ = lim u,,. Calculer v 2 10~2 prs.
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